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Résumé

Pinot a récemment calculé les variétés de carquois s et Mo5 des carquois orthogonaux
dont le graphe sous-jacent est un diagramme de Dynkin affine, et identifié parmi elles
des singularités kleiniennes de surface [Pin26]. Nous faisons trois observations et une
construction. (i) En supposant que I'immersion fermée de Li[Li19, prop. 9.2.1] s’applique
au cadre non encadré et signé de Pinot (nous ne 1’avons pas vérifié), dés que s est
une surface, I'involution agit trivialement et 9; est la surface kleinienne classique du
diagramme affine sous-jacent. (ii) Par conséquent, les deux lignes D du théoreme 1.2
de [Pin26] sont de type Da,—o et Ds,_1, et non D,,1; pour (Ds,_1,a), la relation de
définition est 22 = z(—x2)"~! — xy?. Nous confirmons ces deux énoncés par un calcul
numérique indépendant de 1’anneau des invariants. (iii) Dans chaque ligne en 2, le
groupe I' contient le groupe classique du graphe sous-jacent avec indice 2 (ou 1); nous
conjecturons que cette structure de quotient provient naturellement des données du
carquois, et démontrons 1’énoncé correspondant pour les anneaux de coordonnées. Enfin,
chaque surface est un cone dont I’entrelacs est une variété de contact de dimension 3,
S3/ I"; nous montrons que l'espace des représentations symétriques est quaternionique,
de sorte que l’entrelacs est le quotient 3-sasakien (de Kempf-Ness) de la sphere unité,
et nous dressons la table des fibrations de Seifert du flot de Reeb (de Hopf).

Mode de lecture. Chaque énoncé porte une étiquette : [démontré ici], [cité], [vérifié
numériquement] (un script du dossier; indice, non démonstration), [arithmétique vérifiée par le
noyau Lean] (Lean 4, arithmétique seulement) ou [ouvert]. Dossier de vérification (Python et
Lean, avec un README) : cliquer ici pour ouvrir le zip joint (joint a ce PDF), ou a télécharger
sur https://totogt.github.io/geometry/collab/pinot-orthogonal-quivers/. Ce texte a
été préparé avec l'aide de Claude (Anthropic); I’auteur en assume la responsabilité, et il n'a
pas encore été vérifié par V. Pinot.

1 Introduction

Les variétés de carquois de Nakajima de type Dynkin affine redonnent les espaces ALE
de Kronheimer et les singularités kleiniennes C?/I" [Kro89, Nak94]; les étiquettes ADE
remontent a la classification par Gabriel des carquois de type fini [Gab72]. Pinot étudie
les quotients analogues pour les carquois orthogonaux [Pin26] : des carquois () munis d’une
involution contravariante 7 et d’un signe s, dont les représentations symétriques SRep(Q, d)
portent une action de G4 = [[O(d;) x [[ GL(d;), et

My = p~(0)//Ge.


https://totogt.github.io/geometry/collab/pinot-orthogonal-quivers/

Son théoreme 1.2 donne Mis et My pour dix familles infinies. Cette note relit ce tableau
sous deux angles : la comparaison avec la variété de carquois classique du méme graphe
(883-4), et la géométrie de contact de I’entrelacs de chaque surface (§5).

Résultats.

« Théoreme A (§3). Si ;5 est une surface, alors M5 = MY, la surface kleinienne classique
du graphe affine sous-jacent, et I'involution y agit trivialement. Enoncé conditionnel a la
seule applicabilité de I'immersion fermée de Li au cadre non encadré de Pinot.

* Corollaire B (§3). Les lignes D sont de type Do, _5 et Dy,_1. Léquation de (l~)gn_2,v)
dans [Pin26] est correcte; la relation de (Da, 1,a) est 22 = z(—z)"~! — zy%. Confirmé
numériquement pour n = 3,4, 5 par le calcul direct de ’anneau des invariants.

e Conjecture C (§4). Chaque surface en 2§ est imgl/L pour une involution : construite
naturellement a partir des données du carquois (I’énoncé abstrait du quotient découle
des que les identifications des anneaux d’invariants sont établies); de fagon équivalente,
I'55 D I'q avec indice < 2, et I’entrelacs classique est un revétement double de I’entrelacs
en 20 (lignes d’indice 2; la ligne (—, —) est d’indice 1). Lénoncé au niveau des anneaux est
démontré.

» Théoréme D (§5). SRep(Q, d) est un sous-espace quaternionique ; I’entrelacs est le quotient
de Kempf-Ness / 3-sasakien de la sphére unité; le flot de Reeb est le flot de Hopf, avec
les données de Seifert du tableau 2.

2 Cadre

Nous suivons les notations de [Pin26], avec 1’espace signé standard (J; = id dans des
bases convenables), de sorte que I'involution sur les représentations est o(v), = s(a) vZ, et
SRep = Rep’ [Pin26, déf. 2.3 et 2.5]. Lapplication moment est la restriction de I’application
moment du carquois, avec ;(SRep) C g° [Pin26, cor. 2.13]. Lanneau des invariants est
engendré par des traces de cycles [Pin26, th. 3.9], [LP90]. ’homothétie ¢-v donne a tr(A*C)

le poids k£ ¢(C), de sorte que chaque 9ty est un cone [Pin26, §3.5.11.

Le morphisme de comparaison. Soit MG = 1 ~1(0)//Gq la variété de carquois classique
du méme carquois. Par la propriété universelle des quotients catégoriques, il existe un
morphisme ¢ : Ny — (smgl)M. Laremarque 2.15 de [Pin26] affirme que c’est un isomorphisme,
en citant [Li19, Nak25]. Les sources donnent moins. Li démontre que ¢ est une immersion
fermée pour un graphe arbitraire [Li19, prop. 9.2.1], qualifie de conjectural I'isomorphisme
pour ¢ pour tout graphe, attendu en type A, [Lil9, rem. 9.2.3]; sa proposition 9.2.2 ne
démontre un isomorphisme que pour une application élargie 7 [Li19, prop. 9.2.2]. Nakajima
ne traite que les o-variétés de carquois lisses, a ¢ générique [Nak25]. Li travaille avec des
variétés encadrées (v, w) et des formes prescrites; nous supposons dans tout le texte que
sa proposition 9.2.1 s’applique au cadre non encadré et signé de Pinot (question 2). Nous
n’utilisons que I'immersion fermée.



3 Les surfaces en ¢

Théoreme 3.1. Supposons que l'immersion fermée de Li 1 : M5 — S)thl vaille dans le
cadre de Pinot, § étant la racine imaginaire minimale du graphe affine sous-jacent. Si 9
est une surface réduite et irréductible (comme dans toutes les lignes non triviales de [Pin26,
th. 1.2]), alors v est un isomorphisme et [o] agit trivialement sur smgl. En particulier Ms =
C2/T, ou I est le groupe de McKay du graphe affine sous-jacent.

Démonstration. M§ = C?/T est une surface irréductible [Kro89, Nak94]. Une immersion
fermée d’une surface réduite et irréductible dans une surface irréductible est surjective,
donc un isomorphisme sur celle-ci. Comme son image est contenue dans le lieu fixe de [o],
ce lieu fixe est la surface entiere. [démontré ici] (sous 'hypothese). O

Corollaire 3.2. Les lignes non triviales en ¢ sont de type Az, 2 pour ﬁgn,g, As, 1 pour
Aop—1, Doy—9 pour (Day,_o,v) et Doy, _1 pour (Day,_1,a). Les deux derniéres remplacent I’étiquette
D, 11 imprimée dans [Pin26, th. 1.2]; elles ne coincident avec elle que pour n = 3 dans le
premier cas, et jamais dans le second.

Le corollaire 3.2 dépend de I’hypothése du théoreme 3.1. Les deux résultats suivants le
vérifient de fagon indépendante.

Proposition 3.3 (monémes pondérés). Dans les lignes D, posons z = det (3, y = tr(C1Cy),
z = tr(C1C2C3), avec L = 2n — 5 pour (Day,—2,v) et L = 2n — 4 pour (Da,—1,a) [Pin26, p. 18].
Leurs poids sont (4,2L + 2,2L + 4), et une relation homogéne avec z> est de degré 4L + 8.
Les seuls monémes de ce degré sont :

n 2n—3

¢ (Dop_o,v), n>4:22 ay?, 2" Ly, 23, La relation 2% + Bay® + az" 'y + v est de
type Da,_» si et seulement si 3 # 0 et v # a?/43. Pour n = 3, les poids sont (4,4, 6), donc
y® est aussi de degré 12 : la relation est 2% + c(x, %) avec c une cubique binaire, de type Dy
si et seulement si ¢ a trois facteurs linéaires distincts.

© (Dop_1,a) : 22, 2" 'z, zy?, 222, La relation 22+ az™ 2+ Bay? +~22"~2 est de type Dy,

si et seulement si 3 # 0 et v # a?/4. Le terme 2"~ 'y imprimé dans [Pin26, lemme 3.27]
est de degré 4L + 6 et ne peut pas apparaitre.

Démonstration. On résout 4a + (2L 4+ 2)b + (2L + 4)c = 4L + 8 en entiers positifs ou nuls,
puis on compléte le carré : en y pour la premiére ligne, en z pour la seconde. On obtient
la forme normale z? + 2y? + c2™ ! de D,, avec m = 2n — 2, resp. m = 2n — 1, et ¢ # 0
exactement sous les conditions indiquées. De fagon équivalente, par la formule de Milnor-
Orlik o = [[(d/w; — 1) = L 4 3 [MO70]. [démontré ici] [arithmétique vérifiée par le noyau Lean] O

Proposition 3.4 (calcul direct). Pour n = 3,4,5, nous avons tiré 80 points aléatoires de
p~1(0) N SRep(Q,§) par la méthode de Gauss-Newton et déterminé toutes les relations
linéaires entre les monémes de poids < 4L + 8 en x,y, z. Dans chaque cas il y a exactement
une relation (valeur singuliére relative < 2-1078, contre > 0,1 pourla suivante), a coefficients
entiers :

)n—l

(52n_2,v) c 22 = —y(—=x — :J:yQ, (ﬁgn_l,a) s 22 = z(—ac)"_1 — ny.

La premiére estI’équationde [Pin26, lemme 3.28]. La seconde est celle de [Pin26, lemme 3.27]
ou y est remplacé par z dans le premier terme : I'étape tr(C1C2C3) = tr(C1CoC3)(— det C3)" 1



semble avoir été écrite avec tr(C,C2). Dans les deux lignes, les conditions de non-dégénérescence
de la proposition 3.3 sont satisfaites (3 = 1, discriminant —1/4; pour n = 3 dans la premiére
ligne, la cubique est xy(z + y), a trois facteurs distincts). Pour le signe —1 dans (Ds,,_1, a),
tous les invariants s’annulent, en accord avec [Pin26]. [vérifié numériquement]

carquois signe d  équation type r 7|
(Avgn_g, v-a) +1 ) Ty = Z2n_1 Agn_g ZZn—l 2n —1

-1 20 Yy = ZAn—2 A4n_3 Lgp—o 4dn — 2
(ggn,l, a-a) (+,+) 6 ay=2z2" Aop_1 Zoy, 2n

(—F, —) 20 Ty = Z4n A4n—1 Z4n 4n

(——) 20 azy=2z2" As1 Doy, 2n
(ggn,l, v-0) 5 xy=2z2™" Aop_1 Zoy, 2n
(;{gn_l, c) 28 2"t —yPr—22=0 D,i> BDy, 4n
(é?n—?vv) 6 22=—-y(—2)" ' —=zy®> Dan_a BDgm-2 8n—16
(Dgy_1,a) +1 § z2=z(—x)"1 - xy? Dan-1 BDygn—3 8n—12

Tab. 1 : Les lignes non triviales de [Pin26, th. 1.2], corrections en gras. BDyj est le groupe
diédral binaire d’ordre 4k (pour n = 1 dans la ligne (A3,-1,c¢), D3 = A3). Les autres lignes
sont des points réduits.

4 Les surfaces en 2§

En 24, la variété classique est de dimension 4 et les surfaces orthogonales sont nouvelles.
Comparons chaque I'ys au groupe classique I'q; du méme graphe :

ligne en 2§ Tas T indice
(A:Qn—Qa U-CL), -1 Z4n—2 Z2n—1 2
(4277,71; a'a): (+7 _) Z4n ZQn 2
(42%—17 C) BDy, Loy, 2
(Agn—1,a-0), (=, =) Zap ZLan 1

Les deux sur-groupes d’indice 2 de Zs,, dans SU(2) qui interviennent ici, Zy4,, et BDy,, apparaissent
tous deux.

Conjecture 4.1. Chaque surface en 26 est isomorphe a ?Jﬁgl /¢ pour une involution ¢ de la
surface classique qui provient naturellement de la construction du carquois, triviale exactement
dans laligne (—, —). (Lisomorphisme abstrait avec un quotient par une involution découle de
I'q C I'ys dés que les anneaux d’invariants sont identifiés; le conjectural est que l'involution

et I’application quotient proviennent des données du carquois.)

Proposition 4.2. Ecrivons C?/Z,, = {XY = Z™} avec X =u™, Y =™, Z = uv.

(a) Le générateurde Zoy, O Ly, induit vy : (X,Y,Z) — (=X, Y, Z). Ses invariants X?,Y? 7
vérifient X2Y? = Z?™, la surface Agp_1.

(b) Pour m = 2n, j € BDy, induit vy : (X,Y,Z) — (Y, X,—Z). Ses invariants s = X + Y,
w=Z2t=Z(X —Y) vérifient t> = ws? — 4w"*!, la surface D, -.

4



Avec m = 2n — 1, resp. m = 2n, on retrouve exactement les trois lignes d’indice 2 ci-dessus.

Démonstration. Substitution directe; les anneaux d’invariants sont les invariants classiques
de Klein de Zsy,, et de BDy,. [démontré ici] [vérifié numériquement] (symbolique, m < 11). O

Les générateurs de Pinot eux-mémes s’accordent avec ce tableau. Dans la ligne (+, —),
les coordonnées en 26 sont det C', det Cs et tr C3, alors que les coordonnées classiques en §
sont tr C1, tr Co, tr Cs. Les poids des deux premiéres doublent, exactement comme X — X2,
Y ~ Y2 dans (a). Il reste a construire ¢ a partir des données du carquois. [ouvert]

5 Les entrelacs de contact

5.1 Cones et poids

Lemme 5.1. Dans chaque ligne du tableau 1, les poids (longueurs de chemins) des trois
générateurs de Pinot sont égaux aux degrés des invariants de Klein correspondants dans
Clu,v)" : (m,m,2) pour Z,, et (4,2k, 2k + 2) pour BDy. On peut donc choisir I'identification
Mg =2 C?/T graduée, et le cercle unité du C* des homothéties agit sur C?/T par les scalaires.

Démonstration. En ¢ pour ﬁm_l : trCy,tr Cy sont de poids m et trC3 de poids 2. En 26,
les déterminants doublent la longueur des cycles : (4n — 2,4n — 2,2) et (4n,4n,2). Dans la
ligne (Ay,_1,¢) les poids sont (4,2n,2n + 2), et dans les lignes D ce sont (4,2L + 2,2L + 4)
avec k = L + 1. Les changements de variables vers les formes normales utilisés plus haut
préservent la graduation. [démontré ici] O

Lentrelacs Ly = (Mg \ 0)/R~¢ = S3/T porte sa structure de contact canonique : les
tangences complexes, unique a contactomorphisme pres [CNPP06]. C’est le quotient de la
structure standard de S3, puisque I' C SU(2); elle est universellement tendue et remplissable
au sens de Milnor. [cité]

5.2 Une structure réelle

Une forme de contact réelle requiert une forme symplectique exacte réelle. La forme w et
I’application i de Pinot sont holomorphes; nous utilisons donc la structure hyperkahlérienne
plate de T*Rep(Q,d) : I =i et J(z,y) = (—y', zT), fleche par fléche.

Lemmf 5.2. Dans l’espace signé standard, 0 o J = J o o et o est unitaire. Par conséquent
SRep(Q,d) est un sous-espace quaternionique. Le groupe compact K* = G* N [[U(d;) =
[10(d;,R) x [TU(d;) préserve I, J, K, et les deux applications moment envoient SRep dans
£,

Démonstration. o(Jv)a = s(a)(—v[ ,.)"
utilisant s(a*) = s(a) et 7(a*) = 7(a)*. Linvolution o permute les coefficients des matrices,
au signe et a la transposition prés; elle préserve donc la norme hermitienne. Pour uc, la
derniére assertion est [Pin26, prop. 2.11]; pour ug, le méme calcul s’applique. [démontré ici]

[vérifié numériquement] O

= —5(a)V(rq)- = J(0V)q, et de méme pour a*, en



Théoréme 5.3. Il existe un homéomorphisme C*-équivariant (uz"'(0)Nus' (0)NSRep) /K =
Mtq. En intersectant avec la spheéere unité on obtient

Lo = (1g'(0) N g (0) N S(SRep)) /K,

le quotient 3-sasakien de la sphére unité de I’espace quaternionique SRep [BGM94, BG99].
La structure lisse de Lg provient du lemme 5.1. La réduction n’est pas nécessairement
localement libre sur I’ensemble des zéros.

Démonstration. g '(0)NSRep est une sous-variété fermée et G’-stable d’une représentation
unitaire de G® = (K?)c. Le théoréme de Kempf-Ness [KN79] identifie son quotient catégorique
au K’-quotient du lieu des zéros de I’application moment de K, qui est u par le lemme 5.2.
Les deux membres sont des cones, donc l'identification se restreint aux entrelacs. [démontré
ici] (standard) O

5.3 Flot de Reeb

D’apres le lemme 5.1, le flot de Reeb de la forme de contact induite par la métrique plate
est le flot de Hopf z + ¢z sur S3/T.

Proposition 5.4. Le flot de Hopf sur S3/T" est une fibration de Seifert, avec les données
suivantes. Lorbite générique est de période 2w si —1 ¢ I', et 7 sinon. La fibre exceptionnelle
au-dessus d’un point conique d’ordre a est de période (générique)/a.

type r Lg orbifold de base période générique
A1, mimpair  Z,,  L(m,m—1) S2(m,m) 27

A,,_1, m pair /. L(m,m —1) S2(m/2,m/2) 7

Diio BDy, variété prismatique S?(2,2,k) T

Tab. 2 : Données de Seifert du flot de Reeb : orbifold de base et multiplicités. Les invariants
de Seifert 3; et le nombre d’Euler ne sont pas calculés ici.

Démonstration. Le stabilisateur de x est {6 : ¢’z € T'z}. Pour x générique, seuls les scalaires
+1 € T contribuent. La base est CP!/T, avec I' C SO(3) cyclique d’ordre m ou m/2,
ou diédral d’ordre 2k. Ses points coniques sont les points de CP' de stabilisateur non
trivial dans I'. Lidentité x°™ = 2/|T'| contrdle les données. [démontré ici] [vérifié numériquement]
[arithmétique vérifiée par le noyau Lean] O

Sous la conjecture 4.1, S3/I'q — S2/T'y5 est un revétement double de variétés de contact
qui commute aux flots de Reeb lorsque I'indice est 2 (et 'identité lorsqu’il est 1) : ’entrelacs
en 26 est alors un Zs-quotient de I’entrelacs classique.

5.4 Remplissages

La résolution minimale classique de C? /T' (le quotient de Kronheimer a ¢ # 0) est un
remplissage symplectique fort (kahlérien) de L. Elle n’est pas de Stein, puisqu’elle contient
les (—2)-courbes exceptionnelles. Pour les singularités ADE, elle est difféomorphe a la fibre
de Milnor [Bri71], qui est un remplissage de Stein. Pour les espaces lenticulaires munis



de cette structure de contact, tous les remplissages sont classifiés par Lisca [Lis08]. La
question de savoir si le quotient orthogonal de Pinot a { # 0 fournit une résolution reste
ouverte : seuls les facteurs GL de G® admettent des caractéres, et I'involution envoie ¢ sur
—( avant une correction de Weyl [Nak25]. [cité] [ouvert]

6 Questions a V. Pinot

. At : 2 n—1 2
. - n—2» n— - - -
Question 1. Confirmez-vous les étiquettes Ds,,_5, D2, 1 et la relation z z(—x) xy

du corollaire 3.2 et de la proposition 3.4?

Question 2. La proposition 9.2.1 de Li s’applique-t-elle a votre cadre non encadré et signé
(par exemple avec w = 0, ou avec un sommet d’encadrement auxiliaire) ? Le théoreme 3.1
n’utilise que cette immersion fermée.

Question 3. Disposez-vous d'une référence pour I’isomorphisme de la remarque 2.15 en
¢ = 0 au-dela du type A, a signes alternés?

Question 4. Les surfaces en 20 sont-elles des quotients de la surface classique par une
involution (conjecture 4.1) ? Existe-t-il un candidat naturel pour ¢ en termes du carquois ?

Question 5. Comptez-vous traiter le cas de votre remarque 1.3, (ﬁgn,l, a) de signe —1 en
20 ? Sous la conjecture 4.1, on attendrait un sur-groupe de BDy(2,,—3) d’indice au plus 2.

A Dossier de vérification

Zip joint; également surhttps://totogt.github.io/geometry/collab/pinot-orthogonal-quivers/.
Python 3 avec numpy, scipy, sympy; Lean 4 de base (sans Mathlib).

e verify Dtilde_relation_numeric.py : proposition 3.4; la sortie enregistrée est incluse.

* verify_ade_types.py : nombres de Milnor des polyndémes des lignes D; défaut d’homogénéité
de la relation imprimée.

* verify_2delta_index2.py : proposition 4.2.
* verify_quaternionic_SRep.py : lemme 5.2.
* verify_seifert.py : tableau 2 et ordres des groupes.

* DM3Quivers_Check.lean : degrés des poids, identité du numérateur de Milnor-Orlik (d —
wg)(d — wy)(d — w,) = (L + 3)w,wyw,, ordres des groupes et identités orbifoldes. Il ne
vérifie ni la remarque 2.15 ni aucun énoncé géométrique.
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