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Resumo

Pinot calculou recentemente as variedades de quivers 9is e M5 dos quivers ortogonais
cujo grafo subjacente é um diagrama de Dynkin afim, e identificou entre elas singularidades
kleinianas de superficie (PINOT, 2026). Fazemos trés observacdes e uma construcgao.
(i) Supondo que a imersao fechada de Li (LI, 2019, Prop. 9.2.1) valha no contexto nao
enquadrado e sinalizado de Pinot (ndo verificamos isso), sempre que s € uma superficie
a involucdo age trivialmente e 9s € a superficie kleiniana classica do diagrama afim
subjacente. (ii) Em consequéncia, as dugs linhas D do Teorema 1.2 de Pinot sao de
tipo Da,,—2 € Da,—1, € néo D, y1; para (Ds,—_1,a) a relagdo que define a superficie é
2% = z(—x)"! — 2y?. Confirmamos ambas por um célculo numérico independente do
anel de invariantes. (iii) Em todas as linhas em 2§ o grupo I' contém o grupo classico
do grafo subjacente com indice 2 (ou 1); conjecturamos que essa estrutura de quociente
surge naturalmente dos dados do quiver e demonstramos o enunciado correspondente
para os anéis de coordenadas. Por fim, cada superficie € um cone cujo link é uma 3-
variedade de contato S®/I'; mostramos que o espaco das representagdes simétricas é
quaternionico, de modo que o link é o quociente 3-sasakiano (de Kempf-Ness) da esfera
unitaria, e tabelamos as fibracoes de Seifert do fluxo de Reeb (de Hopf).

Como ler esta versao. Cada enunciado traz uma etiqueta: [demonstrado aqui], [citado],
[verificado numericamente] (um script no pacote; evidéncia, ndo demonstracao), [aritmética
verificada no nicleo do Lean] (Lean 4, apenas aritmética) ou [em aberto]. Pacote de verificacao
(Python e Lean, com README): clique aqui para abrir o zip anexado (anexado a este PDF), ou
baixe em https://totogt.github.io/geometry/collab/pinot-orthogonal-quivers/. Este
texto foi preparado com o auxilio do Claude (Anthropic); o autor assume a responsabilidade
por ele, e o texto ainda nao foi verificado por V. Pinot.

1 Introducao

As variedades de quivers de Nakajima de tipo Dynkin afim recuperam os espacos ALE de
Kronheimer e as singularidades kleinianas C?/I" (KRONHEIMER, 1989; NAKAJIMA, 1994);
os rotulos ADE remontam a classificagdo de Gabriel dos quivers de tipo finito (GABRIEL,
1972). Pinot estuda os quocientes analogos para quivers ortogonais (PINOT, 2026): quivers

() com uma involugéo contravariante 7 e um sinal s, cujas representagdes simétricas SRep(Q, d)
séo acionadas por G = [[O(d;) x [[GL(d;), e

My = p~(0)//Ga.


https://totogt.github.io/geometry/collab/pinot-orthogonal-quivers/

O seu Teorema 1.2 lista M5 e Ny5 para dez familias infinitas. Esta nota relé essa tabela por
dois angulos: a comparacao com a variedade de quiver cladssica do mesmo grafo (§§3-4) e a
geometria de contato do link de cada superficie (§5).

Resultados.

+ Teorema A (§3). Se s é uma superficie, entdo M5 = MY, a superficie kleiniana cléssica
do grafo afim subjacente, e a involucao age trivialmente sobre ela. Condicional apenas a
aplicabilidade da imersao fechada de Li ao contexto ndo enquadrado de Pinot.

» Corolario B (§3). As linhas D séo de tipo Da,—2 € Dop—1. A equagéo de (ﬁgn_g,v) em
Pinot (2026) esté& correta; a relagdo de (Ds, 1,a) é 22 = z(—z)""! — xy?. Confirmado

numericamente para n = 3,4, 5 pelo célculo direto do anel de invariantes.

e Conjectura C (§4). Cada superficie em 2§ é Qﬁgl/b para uma involugao ¢ construida
naturalmente a partir dos dados do quiver (o enunciado abstrato do quociente decorre
quando as identificacoes dos anéis de invariantes estdo estabelecidas); equivalentemente
I'y55 D I'g com indice < 2, e o link classico é um recobrimento duplo do link em 2§ (linhas
de indice 2; a linha (—, —) tem indice 1). O enunciado para os anéis est4d demonstrado.

+ Teorema D (§5). SRep(Q,d) é um subespaco quaternibénico; o link é o quociente de
Kempf-Ness / 3-sasakiano da esfera unitdria; o fluxo de Reeb é o fluxo de Hopf, com
os dados de Seifert da Tabela 2.

2 Contexto

Usamos a notacao de Pinot (2026), com o espago sinalizado padrao (J; = id em bases
convenientes), de modo que a involugéo sobre as representagdes é o(v), = s(a) v, e SRep =
Rep’ (PINOT, 2026, Def. 2.3 e 2.5). A aplicacdo momento é a restri¢gdo da aplicagdo momento
do quiver, com i (SRep) C g® (PINOT, 2026, Cor. 2.13). O anel de invariantes é gerado por
tracos de ciclos (PINOT, 2026, Teo. 3.9; LE BRUYN; PROCESI, 1990). A homotetia ¢-v dd a
tr(A*C) o peso k ¢(C), de modo que todo My é um cone (PINOT, 2026, §3.5.1).

A aplicacao de comparacgao. Seja MY = 1~1(0)//Gq a variedade de quiver classica do
mesmo quiver. Pela universalidade dos quocientes categoricos existe um morfismo ¢ : 9y —
(zmgl)[fﬂ. A Observacao 2.15 de Pinot (2026) afirma que ele é um isomorfismo, citando Li
(2019) e Nakajima (2025). As fontes dao menos que isso. Li demonstra que ¢ € uma imersdo
fechada para um grafo arbitrario (LI, 2019, Prop. 9.2.1), chama de conjectural o isomorfismo
para ¢, em qualquer grafo, e esperado no tipo A,, (LI, 2019, Obs. 9.2.3); sua Proposicao 9.2.2
demonstra um isomorfismo apenas para uma aplicacao ampliada 7 (LI, 2019, Prop. 9.2.2).
Nakajima trata apenas o-variedades de quivers lisas, com ( genérico (NAKAJIMA, 2025).
Li trabalha com variedades enquadradas (v, w) e formas prescritas; supomos ao longo do
texto que a sua Proposicao 9.2.1 se aplica ao contexto ndo enquadrado e sinalizado de Pinot
(Questao 2). Usamos apenas a imersao fechada.



3 As superficies em )

Teorema 3.1. Suponha que a imersdo fechada de Li v : M5 — smgl valha no contexto de
Pinot, sendo § a raiz imagindria minima do grafo afim subjacente. Se s é uma superficie
reduzida e irredutivel (como em todas as linhas ndo triviais de Pinot (2026, Teo. 1.2)), entdo
L € um isomorfismo e [o] age trivialmente sobre S)ﬁgl. Em particular Ms = C?/T’, com T o
grupo de McKay do grafo afim subjacente.

Demonstragdo. IS = C?/T" é uma superficie irredutivel (KRONHEIMER, 1989; NAKAJIMA,
1994). Uma imersao fechada de uma superficie reduzida e irredutivel numa superficie
irredutivel é sobrejetora, logo um isomorfismo sobre ela. Como a sua imagem esta no lugar
fixo de [0], esse lugar fixo é tudo. [demonstrado aqui] (condicional a hipétese). O

Corolario 3.2. As linhas ndo triviais em § sdo de tipo Ag,—2 para Zgn,g, Aoy, 1 para EQn,l,
Dyy—o para (Day—2,v) € Day_1 para (Day,—1,a). As duas ultimas substituem o rétulo D, 41
impresso em Pinot (2026, Teo. 1.2); coincidem com ele apenas para n = 3 no primeiro caso,
e nunca no segundo.

O Corolario 3.2 depende da hipdtese do Teorema 3.1. Os dois resultados seguintes o
verificam de forma independente.

Proposicao 3.3 (mondémios ponderados). Nas linhas D sejam x = det(3, y = tr(C1Cy),
z = tr(C1C2C3), com L = 2n — 5 para (Day_2,v) e L = 2n — 4 para (D2,_1,a) (PINOT, 2026,
p. 18). Os seus pesos sdo (4,2L + 2,2L + 4), e uma relagdo homogénea com 2% tem grau
4L + 8. Os tinicos monémios desse grau sdo:

o (Dop_2,v), n > 4: 22, zy?, 2" Ly, 22773 A relacdo 2% + Bxy? + az" Ly + v22"3 é de tipo

Do, se, e somente se, 3 # 0 e vy # o?/4f3. Para n = 3 0s pesos sdo (4,4,6), de modo que
y3 também tem grau 12: a relacdo é z* + c(z,y) com ¢ uma cubica bindria, de tipo D, se,
e somente se, c tem trés fatores lineares distintos.

© (Dop_1,a): 22, 3"z, xy?, 2272, A relacdo 2% + az™ 'z + Bay® + v22"2 é de tipo Dayp_1
se, e somente se, 3 # 0 e v # a?/4. O termo z"~'y impresso em Pinot (2026, Lema 3.27)
tem grau 4L + 6 e ndo pode ocorrer.

Demonstragdo. Resolva 4a + (2L + 2)b + (2L + 4)c = 4L + 8 em inteiros ndo negativos.
Em seguida complete o quadrado: em y na primeira linha, em z na segunda. Obtém-se
a forma normal 22 + 2y? + c2™ ! de D,, com m = 2n — 2, resp. m = 2n — 1, ec # 0
exatamente sob as condigdes enunciadas. Equivalentemente, pela formula de Milnor-Orlik
w = [[(d/w; — 1) = L + 3 (MILNOR; ORLIK, 1970). [demonstrado aqui] [aritmética verificada no
nicleo do Lean] O

Proposicao 3.4 (calculo direto). Paran = 3,4,5 amostramos 80 pontos aleatérios de = (0)N
SRep(Q, §) pelo método de Gauss-Newton e determinamos todas as relagées lineares entre
0s mondmios de peso < 4L + 8 em z,y, z. Em cada caso hd exatamente uma relagdo (valor
singular relativo < 2 - 1078, contra > 0,1 para o seguinte), com coeficientes inteiros:

)n—l

(52n_2,v) c 22 = —y(—=x — :J:yQ, (ﬁgn_l,a) c 22 = z(—ac)"_1 — ny.

A primeira é a equacdo de Pinot (2026, Lema 3.28). A segunda é a do Lema 3.27 de Pinot
(2026) com y substituido por z no primeiro termo: a passagem tr(C1C3C3) = tr(C1C2C3)(— det C3)"*



parece ter sido escrita com tr(C1C2). Nas duas linhas valem as condigées de ndo degenerescéncia
da Proposigdo 3.3 (8 = 1, discriminante —1/4; para n = 3 na primeira linha a ctbica é

xy(x + y), com trés fatores distintos). Para o sinal —1 em (D1, a) todos os invariantes se
anulam, de acordo com Pinot (2026). [verificado numericamente]

quiver sinal d equacdo tipo r 7|
(1’4'2”_2, v—a) +1 1) Ty = Z2n71 Agn_g ZZ?L—l 2n —1

-1 ) Yy = z4n—2 A4n_3 Ligp—2 4dn — 2
(Avgn_l, a-a) (+,+) & ay=2z2" Aoy Loy 2n

(+,—) 26 ay=2"" Agn—1 Zan dn

(77 7) ) Ty = Z2n Agn_l Zgn 2n
(A:gn_l, v-v) 5 xy=2z2™ Aop_1 Zoy, 2n
(A2n—1,0) 28 2"t —ylr—22=0 D,i> BDy, 4n
(l§2n_2, U) 1) 22 = —y(—l‘)n_l — ny | ) DY BDS(n_Q) 8&n — 16
(Dgnfl, a) +1 ) z? = Z(—X)n_l — Xy2 D2n 1 BD4(2n,3) &n — 12

Tabela 1: As linhas nao triviais de Pinot (2026, Teo. 1.2), com as correcoes em negrito. BDy
é o grupo diedral binario de ordem 4k (para n = 1 na linha (A4s,,_1,¢), D3 = As). As demais
linhas sao pontos reduzidos.

4 As superficies em 2/

Em 26 a variedade classica tem dimenséo 4, e as superficies ortogonais sdo novas. Comparando
cada I'y5 com o grupo classico I'q; do mesmo grafo:

linha em 26 T'ss Ta indice
(A:mfz,v-a), -1 Lspn—o Don—1 2
(42%—17 a'a)' (+7 _) Ly, ZLon 2
(A2p_1,¢) BDyn  Zan 2
(AQn—la a-a), (77 7) ZQn ZQn 1

Os dois supergrupos de indice 2 de Zsy, em SU(2) que aparecem aqui, Zy, € BDy,, ocorrem
ambos.

Conjectura 4.1. Cada superficie em 20 é isomorfa a Sﬁgl /t para uma involugdo ¢ da superficie
classica que surge naturalmente da construcdo do quiver, trivial exatamente na linha (—, —).
(O isomorfismo abstrato com um quociente por uma involucao decorre de I'g; C I'9s quando
os anéis de invariantes estdo identificados; o conjectural é que a involucao e a aplicagao
quociente venham dos dados do quiver.)

Proposicao 4.2. Escreva C?/Z,, = {XY = Z"} com X =u™, Y =v™, Z = uw.

(a) O gerador de Zay, D Zp induz v : (X,Y,Z) — (—X,-Y,Z). Os seus invariantes
X?2.Y?, Z satisfazem X?Y? = Z?™, a superficie Asym_1.

(b) Param = 2n, j € BDyy, induz iy : (X,Y,Z) — (Y, X,—Z). Os seus invariantes s = X+Y,
w=Z2t=Z(X —Y) satisfazem t> = ws? — 4w"*!, a superficie D, .

4



Com m = 2n — 1, resp. m = 2n, essas formulas reproduzem exatamente as trés linhas de
indice 2 acima.

Demonstragdo. Substituicao direta; os anéis de invariantes sao os invariantes classicos de
Klein de Zs,, € BDy,. [demonstrado aqui] [verificado numericamente] (simbolico, m < 11). O

Os proprios geradores de Pinot se encaixam nesse quadro. Na linha (+, —) as coordenadas
em 26 sao det C1, det Cs e tr C'3, enquanto as coordenadas classicas em § sao tr Cy, tr Cso, tr Cs.
Os pesos dos dois primeiros dobram, exatamente como X — X2, Y — Y? em (a). Falta
construir ¢ a partir dos dados do quiver. [em aberto]

5 Os links de contato

5.1 Cones e pesos

Lema 5.1. Em todas as linhas da Tabela 1, os pesos por comprimento de caminho dos trés
geradores de Pinot coincidem com os graus dos invariantes de Klein correspondentes em
Clu,v]': (m,m,2) para Z.,, e (4,2k,2k + 2) para BDy,. Logo a identificagdo Mg = C?/T’
pode ser escolhida graduada, e o circulo unitdrio do C* das homotetias age sobre C? /T por
escalares.

Demonstragdo. Em ¢ para /~1m_1: tr C1, tr Cy tém peso m e tr C'3 peso 2. Em 2§ os determinantes
dobram o comprimento do ciclo: (4n —2,4n — 2,2) e (4n,4n,2). Nalinha (A2, 1, c) os pesos

sdo (4,2n,2n + 2), e nas linhas D sao (4,2L + 2,2L + 4) com k = L + 1. As mudancas de
variaveis para as formas normais usadas acima preservam a graduacgdo. [demonstrado aqui] [

Olink Lg = (Mq\0)/R~o = S3/I" tem a sua estrutura de contato candnica: as tangéncias
complexas, Unica a menos de contatomorfismo (CAUBEL; NEMETHI; POPESCU-PAMPU,
2006). Ela é o quociente da estrutura padrao de S*, pois I' C SU(2), e é universalmente
tensa (tight) e preenchivel de Milnor. [citado]

5.2 Uma estrutura real

Uma forma de contato real exige uma forma simplética exata real. A forma w e a aplicacao p
de Pinot sdo holomorfas, entdo usamos a estrutura hiperkéhler plana de 7*Rep(Q,d): I =i
e J(z,y) = (—y',2"), flecha por flecha.

7

Lema 5.2. No espago sinalizado padrdo, o o J = J o o e o é unitdria. Logo SRep(Q,d) é
um subespago quaterniénico. O grupo compacto K* = G*N[[U(d;) = [[O(d;,R) x [[U(d;
preserva I, J, K, e as duas aplicagées momento levam SRep em .

Demonstragdo. o(Jv), = s(a)(—va)*)

usando s(a*) = s(a) e 7(a*) = 7(a)*. A involugdo o permuta as entradas das matrizes,
a menos de sinal e transposicdo, logo preserva a norma hermitiana. Para uc a ultima
afirmacdo é Pinot (2026, Prop. 2.11); para ur o mesmo cdlculo se aplica. [demonstrado aqui]
[verificado numericamente] O

T = —s(a)v(rq) = J(0ov)a, € analogamente para a*,



Teorema 5.3. Existe um homeomorfismo C*-equivariante (ug'(0) N ug'(0) N SRep) /Kb =
Mtq. Intersectando com a esfera unitdria obtém-se

Lq = (pg'(0) N pg'(0) N S(SRep)) /K,

0 quociente 3-sasakiano da esfera unitaria do espago quaterniénico SRep (BOYER; GALICKI;
MANN, 1994; BOYER; GALICKI, 1999). A estrutura lisa de Ly vem do Lema 5.1. A redugdo
ndo precisa ser localmente livre no conjunto de zeros.

Demonstragdo. ji- 1(0)NSRep é uma subvariedade fechada e G’-estavel de uma representacéo
unitéria de G® = (Kb)(c. O teorema de Kempf-Ness (KEMPF; NESS, 1979) identifica o seu
quociente categérico com o K’-quociente do conjunto de zeros da aplicacdo momento de
K", que é ug pelo Lema 5.2. Os dois lados sdo cones, logo a identificacéo se restringe aos
links. [demonstrado aqui] (padrao) O

5.3 Fluxo de Reeb

Pelo Lema 5.1, o fluxo de Reeb da forma de contato induzida pela métrica plana é o fluxo de
Hopf z — ¢z sobre S3/T.

Proposicao 5.4. O fluxo de Hopf sobre S3/I" é uma fibracdo de Seifert com os dados
seguintes. A dorbita genérica tem periodo 27 se —1 ¢ I" e w caso contrdrio. A fibra excepcional
sobre um ponto cénico de ordem a tem periodo (genérico)/a.

tipo r Lg orbifold de base periodo genérico
Ap—1, m impar  Z,, L(m,m —1) S2(m,m) 2m

Ayu—1, m par Zm  L(m,m—1) S%(m/2,m/2) m

Diio BDy, variedade prismética S%(2,2, k) T

Tabela 2: Dados de Seifert do fluxo de Reeb: orbifold de base e multiplicidades. Os
invariantes de Seifert 3; e o nimero de Euler ndo sao calculados aqui.

Demonstracdo. O estabilizador de z é {# : ¢’z € T'x}. Para x genérico sé contribuem os
escalares +1 € I'. A base é CP!/T, com I' C SO(3) ciclico de ordem m ou m/2, ou diedral
de ordem 2k. Os seus pontos conicos sdo os pontos de CP' com estabilizador nao trivial
em I'. A identidade x°™® = 2/|T'| confere os dados. [demonstrado aqui] [verificado numericamente]
[aritmética verificada no niicleo do Lean] O

Sob a Conjectura 4.1, S3/FC1 — SS/F% é um recobrimento duplo de variedades de
contato que comuta com os fluxos de Reeb quando o indice é 2 (e a identidade quando o
indice é 1): o link em 26 é entdao um Zs-quociente do link classico.

5.4 Preenchimentos

A resolugdo minima classica de C2/T (o quociente de Kronheimer com ¢ # 0) é um preenchimento
simplético forte (kdhleriano) de Lq. Ela nao é de Stein, pois contém as (—2)-curvas excepcionais.
Para singularidades ADE ela é difeomorfa a fibra de Milnor (BRIESKORN, 1971), que é um
preenchimento de Stein. Para espacos lenticulares com essa estrutura de contato, todos



os preenchimentos foram classificados por Lisca (2008). Fica em aberto se o quociente
ortogonal de Pinot com ¢ # 0 d4 uma resolugdo: apenas os fatores GL de G’ admitem
caracteres, e a involucao leva ( em —( antes de uma correcao de Weyl (NAKAJIMA, 2025).
[citado] [em aberto]

6 Questoes para V. Pinot

2:

Questao 1. Confirma os réotulos Ds,,_o, Do, _1 e arelagao z z(—2z)" ! —xy? do Corolério 3.2

e da Proposicao 3.4?

Questao 2. A Proposicao 9.2.1 de Li se aplica ao seu contexto ndo enquadrado e sinalizado
(por exemplo com w = 0, ou com um vértice de enquadramento auxiliar)? O Teorema 3.1
usa apenas essa imersao fechada.

Questao 3. H4 uma fonte para o isomorfismo da Observagdo 2.15 em ¢ = 0 além do tipo
A,, com sinais alternados?

Questao 4. As superficies em 2§ surgem como quocientes da superficie classica por uma
involucao (Conjectura 4.1)? Ha um candidato natural para : em termos do quiver?

Questao 5. Pretende tratar o caso da sua Observacgao 1.3, (152”,1, a) com sinal —1 em 20?
Sob a Conjectura 4.1 seria de esperar um supergrupo de BDy(2,3) de indice no méaximo 2.

A Pacote de verificacao

Zip anexado; também emhttps://totogt.github.io/geometry/collab/pinot-orthogonal-quivers/.
Python 3 com numpy, scipy, sympy; Lean 4 basico (sem Mathlib).

* verify_Dtilde_relation_numeric.py: Proposicdo 3.4; inclui a saida gravada.

* verify_ade_types.py: numeros de Milnor dos polindmios das linhas D; defeito de homogeneidade
da relacgao impressa.

* verify_2delta_index2.py: Proposicao 4.2.
* verify_quaternionic_SRep.py: Lema 5.2.
» verify_seifert.py: Tabela 2 e as ordens dos grupos.

* DM3Quivers_Check.lean: graus dos pesos, a identidade do numerador de Milnor-Orlik
(d — wz)(d — wy)(d —w;) = (L + 3)w,wyw,, ordens dos grupos e identidades de orbifolds.
Nao verifica a Observagao 2.15 nem qualquer enunciado geométrico.
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